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均匀化方法的 ABAQUS 实现
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摘 要: 为了利用通用有限元软件来对复杂的均匀化方程进行便捷求解，从而对具有周期性构造复合材料

有效性能进行预测. 根据文献［1］提出的热应力方法和边界力方法将均匀化方程转化为通用有限元可以进

行计算的形式，通过 ABAQUS 用户子程序和脚本语言的编写，便捷的实现了均匀化方程的求解，得到了均匀

化系数. 通过均匀化方程的 ABAQUS 的便捷求解(包括热应力方法和边界力方法)，计算了单向复合材料有

效性能，并与细观力学方法进行比较，结果表明两种方法具有一致性和有效性.
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Realization of homogenization method with ABAQUS
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Abstract: To use the commonly finite element software to conveniently realize the calculation of homogeniza-
tion method，the paper proposes two realization methods of homogenization using ABAQUS software: thermal
stress method and boundary force method. The control equation of homogenization method is converted to the
form which can be solved with commonly finite element software. ABAQUS user subroutine and ABAQUS
scripting are programed in this article to calculate the homogenization equations. Then the homogenized coeffi-
cient is calculated by the two proposed methods for unidirectional composite material，the results show that the
two methods agree well with theoretical results.
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采用数值理论来预测复合材料性能从起步阶

段的不同夹杂模型的 Eshelby［2］
方法、Mori-Tana-

ka ［3］
方 法 (MTM)，发 展 到 Hill［4］

的 自 洽 方 法

(SCM)，到现在由 Benssousan［5］
和 Sanchez-Palen-

cia［6］
提出的均匀化方法，都属于目前比较流行的

多尺度摄动方法的范畴. 均匀化方法由刚开始的

线弹性问题
［7］

发展到非线性问题
［8］. B. Hassani

等
［9 － 11］

详细阐述了均匀化过程、数值解法与拓扑

优化，得到了许多有价值的计算公式和结论. 刘书

田等
［12］

对均匀化过程进行了详细的分析，并运用

它解决具有周期性分布的多孔板的弯曲问题、复

合材料的热膨胀问题及功能梯度材料的优化设计

问题. 本文通过对均匀化方程的高斯定理处理，转

化为通 用 有 限 元 可 以 进 行 计 算 的 形 式. 利 用

ABAQUS 用户子程序 (ABAQUS user subroutine)

和脚本语言的编写 (ABAQUS scripting) 做到了

在 ABAQUS 中均匀化方法的便捷实现.

1 均匀化方法

1. 1 单胞问题的控制方程

单胞特征函数均匀化控制方程为

［Cijkl(χ(k，yl)mn + Iklmn)］，yj = 0，on Θ. (1)

χ imn(y) = χ imn(y + Y) ，on Θ. (2)

χ imn(y) = 0，on Θvert . (3)

其中:

Iklmn = (δmkδnl + δnkδml) /2. (4)



χ(k，yl)mn = 1
2

χkmn

yl
+
χ lmn

y( )
k

. (5)

式中: Θ 为单胞区域，Θ 为单胞的边界，Θvert
为

单胞在边界上的顶点. 单胞的均匀化系数可表示为

CH
ijkl = 1

| Θ | ∫ΘCijkl(χ(k，yl)mn + Iklmn)dV. (6)

1. 2 控制方程的处理

1. 2. 1 热应力方法

在式 (1)中，令:

σmn
ij = Cijkl(χ(k，ylmn) + Iklmn) = Cijkl(χ(k，yl)mn － κ

mn
kl ΔT).

(7)

选择合适的 κmn
kl ( 相当于热应力计算的热膨

胀系数)，并取 ΔT = 1，则原均匀化方程就转化为

由于温度变化存在的热应力方程，均匀化系数就

是热应力解中各应力分量在单胞上的体积平均.
1. 2. 2 边界力方法

利用高斯定理对均匀化控制方程的进行处

理，转化为与原问题等价的“弱”解形式为

∫ΘCijklχ(k，yl)mn
1
2

δvi
yj

+
δvj
y( )

i

dV =

－∑
p
∫

Θp－Θp∩Θ

CijmnnjδvidS. (8)

从式 (8) 可以发现原问题的控制方程等同

于三维线弹性问题的“弱”解形式的方程，不同之

处在于材料内部存在一个与材料属性和边界形状

有关的面分布力，这个面分布力作用在单胞中不

同材料的内部边界上 Θp － Θp ∩ ( )Θ ，指向材

料区域内部，在 i 方向的分量为 Cijmnnj .
将式 (6) 中把积分号内的两项拆开，得到均

匀化系数的变形为

CH
ijkl = 1

| Θ | ∫ΘCijklχ(k，yl)mndV + 1
| Θ | ∫ΘCijmndV. (9)

从式 (9) 可知在边界力方法中均匀化系数等

于对应上述三维线弹性问题的应力在单胞上的体

积平均再加上对应弹性张量单胞上的体积平均.

2 均匀化方法的 ABAQUS 实现

2. 1 热应力方法的实现

热应力方法实现中，关键就是处理热膨胀系

数 κmn
kl . 从式(7) 得到:

κmn
kl = － Iklmn . (10)

式中: κmn
kl 为四阶对称张量，由于温度变化引起的

变形为

εT
kl = κmn

kl ΔT. (11)

采用 Voigt 规则表示热膨胀系数［κ］随指标

的变化(其中，kl 为行变化，mn 为列变化)，写成

矩阵形式为

［κ］=

－ 1 0 0 0 0 0
0 － 1 0 0 0 0
0 0 － 1 0 0 0
0 0 0 － 1 0 0
0 0 0 0 － 1 0
0 0 0 0 0 －

















1

. (12)

在文献［1］中热膨胀系数有误，为本文的相反

数. 在 ABAQUS 中通过修改用户子程序 UEXPAN
() 来实现变化的热膨胀系数. 在 ABAQUS 的 inp
文件中通过加入语句 * Expansion，type = ANISO，

user 来表示定义用户自定义各向异性的热膨胀系

数. 下面给出了用户子程序原文件 (* . for)的内容

和说明. 由于在单胞内所有材料同一分析步的热膨

胀系数都相同，所以并不需要区分不同材料.
subroutine uexpan ( expan，dexpandt，temp，

time，dtime，predef，dpred，

＄ statev，cmname，nstatv，noel)
include′aba － param. inc′
character* 80 cmname
dimension expan(* )，dexpandt(* )，temp(2)，

time(2)，predef(* )，

＄ dpred(* )，statev(nstatv)

! expan(1)，expan(2)，expan(3)，expan(4)，

expan(5)，expan(6)

! 为按 11 22 33 12 13 23 排列的

热膨胀系数

if(abs( temp(2) － 1. 0) . lt. 0. 01) then ! 第

一个分析步

expan(1) = － 1. 0
expan(2) = 0. 0
expan(3) = 0. 0
expan(4) = 0. 0
expan(5) = 0. 0
expan(6) = 0. 0
. . . 从第二分析步到第六分析步的定义

endif
return
end

2. 2 边界力方法的实现

边界力方法实现中，关键就是处理边界力，其

分量形式为 － Cijmnnj . 而对于各向同性材料的弹性

张量为

Cijmn = λδijδmn + μ(δimδ jn + δinδ jm) . (13)

令 Fb
imn = － Cijmnnj，为了表示清楚，把 Fb

写成

矩阵形式(其中，i 为行变化，mn 为列变化)为
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Fb = －
(λ + 2μ)n1 λn1 λn1 μn2 μn3 0

λn2 (λ + 2μ)n2 λn2 μn1 0 μn3

λn3 λn3 (λ + 2μ)n3 0 μn1 μn









2

. (14)

在 ABAQUS 中通过修改用户子程序 UTRA-
CLOAD( ) 来实现变化的面分布力. 在 ABAQUS
的 inp 文 件 中 通 过 加 入 语 句 * Dsload，op =
NEW，follower = NO 来表示定义了用户自定义的

变化的面边界力. 下面给出用户子程序原文件

(* . for) 的内容与说明. 在不同材料界面的边界

力与材料相关，所以需要区分单胞内的材料.
SUBROUTINE UTRACLOAD(ALPHA，T － US-

ER，KSTEP，KINC，TIME，NOEL，NPT，CO-
ORDS，DIRCOS，JLTYP，SNAME)

INCLUDE ′ABA － PARAM. INC′
DIMENSION T － USER (3)，TIME (2)，CO-

ORDS(3)，DIRCOS(3，3)

CHARACTER* 80 SNAME
parameter(aec11 = 426 857e6)

parameter(aec12 = 113 468e6)

parameter(aec44 = 156 694e6)

parameter(bec11 = 102 085e6)

parameter(bec12 = 50 280. 8e6)

parameter(bec44 = 25 902. 3e6)

! alpha 为边界力在积分点的合力的大小

! T － USER(1)，T － USER(2)，T － USER(3)为

这个边界力的方向

if(kstep = = 1) then ! 第一个分析步

if(sname = = ′ASSEMBLY － SURF-FIBER′) then
! 在纤维边界上加边界力

T － USER(1) = dircos(1，3)* aec11
T － USER(2) = dircos(2，3)* aec12
T － USER(3) = dircos(3，3)* aec12
elseif ( sname = = ′ ASSEMBLY － SURF-MA-

TRIX′) then
! 在基体边界上加边界力

T － USER(1) = dircos(1，3)* bec11
T － USER(2) = dircos(2，3)* bec12
T － USER(3) = dircos(3，3)* bec12
endif
. . . 从第二分析步到第六分析步的定义

endif
alpha =sqrt(t － user(1)* t － user(1) + t － user(2)*

t － user(2)
＄ + t － user(3)* t － user(3))

if(alpha. gt. 1. 0e － 5) then ! 判断合力是否

大于零

T － USER(1) = T － USER(1) / alpha
T － USER(2) = T － USER(2) / alpha
T － USER(3) = T － USER(3) / alpha
endif
return
end

2. 3 周期性边界条件和分析步设定

在式(2) 中定义的边界条件实际上就是单胞

在边界上的周期性条件. 在 ABAQUS 中通过关键

词 * TIE 来定义，inp 文件中需要加入语句* Tie，

name = Constraint － 1，adjust = no，position toler-
ance = 1. 0，注意一定要定义好 * TIE 语句中的

POSITION TOLERANCE，否定可能会得出错误的

结果. 图 1 中给出了 ABAQUS 中实现周期性边界

条件的具体过程，图 1 中有两个对应面，ABAQUS
中称为主面和从面，相当于图 1 中面 ABCD 和面

EFGH 的关系. 当然要求网格划分后主面的网格

相对于从面要稀一点，这样从面内任意一点都可

以由主面内节点来约束. a，b，c 为从面内划分网

格后的三个节点，1，2，3 为主面内的三个节点. 从

面内 a 点可以由对应点 1 来约束，即a 点 处与1 点

处特征函数相等;从面上 b 点在主面上的对应点

为 1 点与 2 点的中点，b 点处的特征函数由1 点、
2 点 处特征函数相加的一半得到;从面上 c 点在

主面内对应点为 c′，但是它并不是主面内的节点，

c 点处的特征函数由点 1，2，3 处特征函数关于形

状函数插值 c′ 点得到，也就建立了 c 点处的特征

函数与点 1，2，3 处特征函数的多点约束.

３

２

１

ｃ
ｂ

ａ
ｃ′

(a)从面 (b)主面

图 1 周期性边界条件在 ABAQUS 中的实现

从式(4) 中可以看出，随着 mn 的变化，最多

要解 9 组三维弹性力学位移场问题，而由于对称

性，其实只有 6 组. 在解这 6 组问题中，有限元方

程中的位移边界条件，形成左端项的刚度矩阵
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(网格固定的情况下) 都不会变化，只是在热应力

方法中热膨胀系数变化，边界力方法中边界力变

化. 基于上述分析，完全可以利用 ABAQUS 提供

的线性摄动步 ( linear perturbation step) 功能，把

上述 6 组问题当作 6 个线性摄动步来分析. 采用

线性摄动步不需要在计算每一组时都重新形成刚

度矩阵，这样可以大大节约计算时间.
2. 4 应力在单胞上的积分

由 ABAQUS 得到单胞特征函数后，为了得到

均匀化系数，需要通过数值积分计算式 (6)，具体

计算中在单胞单元上采用高斯积分.

∫ΘσijdV = ∑
e
∫VeσijdV = ∑

e
∑

l
σl

ijJ(I)W(I). (15)

式中: ∑
e

为在单胞所有单元上求和，∑
I

为在一

个单元高斯积分点在求和，σI
ij为σij 在高斯积分点 I

的值，J(I) 为单元高斯积分点 I 上的 Jacobian 值

(Jacobian 矩阵行列式的绝对值)，W(I) 为在高斯

积分点 I 的权重. 均匀化系数的计算在 ABAQUS
通过自编脚本 (ABAQUS scripting) 文件来实现.

3 数值模拟

为了证实上述两种方法的可行性，对单向复

合材料性能进行预报. 单胞模型取为单向纤维增

强复合材料的三维模型，采用 C3D8 单元. 纤维体

积分 数 Vf = 0. 267，纤 维 的 弹 性 模 量 Ef =
379. 2 GPa，泊松比 νf = 0. 21，基体的弹性模量

Em = 68. 9 GPa，泊松比 νm = 0. 33. 为了比较结果

采用相同单胞用 Mori Tanaka 方法和自洽方法计

算的均匀化系数 (等效模量)，表 1 给出了结果.
从表 1 可以看到用 ABAQUS 实现的两种方法计

算很接近，与 MTM 和 SCM 计算结果可以比较好

的对应，这也说明了方法的正确性.
表 1 均匀化方法数值计算结果比较

C11 / GPa C12 / GPa C13 / GPa C33 / GPa C44 / GPa C66 / GPa

热应力

方法
136. 28 59. 32 57. 32 185. 48 34. 93 38. 14

边界力

方法
136. 13 59. 30 57. 30 185. 22 34. 90 38. 10

SCM 136. 6 61. 8 57. 8 185. 7 37. 4 40. 1

MTM 134. 2 61. 4 57. 3 185. 6 36. 4 38. 2

4 结 论

1)通过通用有限元软件 ABAQUS 实现了均匀

化方法，包括热应力方法和边界力方法. 验证热应

力方法和边界力方法对均匀化过程实现了一致性.
2) 利 用 ABAQUS 脚 本 程 序 做 到 了 在

ABAQUS 环境很便捷的就可以得到均匀化系数计

算结果，对复合材料有效性能进行了预报.
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